Matlap 2019/4

IX. osztaly

-VE, VB-VE | Vi- VD

' valdés szam.

1. Adott az a = \/6- \/15 A \/9_6

a) Szamitsd ki az a szam €gCsz részoét!

(2 +1]

b) Oldd meg az egesz szamok halmazan az 5 = 2019(a] egyenletet, ahol [t| a ¢ valos

szam egész részét jeloli! .
Oldh-Ilkei Arpdd, Barét

2. Igazold, hogy

a) $ -+ $ > : _barmely a,b pozitiv valés szam esetén;

a b " a+b
b L 3 > i barmely a. b. c pozitiv valés szam esetén,;
)E+E+c—a+b+d y a,0,c p :
I 9 4 16 64 .
g e = > barmely a, b, ¢, d pozitiv valos szam esetén!
C)a+b+c+a+b+c—a+b+c+d Y P

Nagy Olga, Nagyszalonta

3. Adott az ABC haromszog és E, D és F' pontok 1gy, hogy AE = Eé, BD = 2DC és

—_ 1] —
O §CE. Igazold, hogy

%
a) az A, F és D pontok kollinearisak; b) P =3

Trpc
Spier Tiinde, Arad, Széts 1ldikd, Brasso

4. Egy kor alaka 1 kg tomegi pizzat egyenes vagasokkal darabokra osztunk. Ha tudjuk,
hogy két vagas atmegy a pizza kozepén, a harmadik pedig nem, bizonyitsd be, hogy létezik egy
olyan darab, amelynek tomege legalabb 166 g.

Matlap
Megoldasok
- 7-v3 V3-VA VG — V0
1. Irhatjuk, hogy a = \/—\/5\/_ ! \/_\/'15 R v -
1 1 1 1 1 1 1 1 /10(1 — V/5)

=SB AT BT TVE Va0 -2, W
\/Z<\/57<\/§=>—2<1——\/5<—1és3<\/'15<4=>—6<\/Tﬁ(1—\/5)<—4.

Ekkor —1 < —0,6 < a < —0,4 < 0, ahonnan [a] = —1.

f ' :
b) - ; 2] = —2019 = —2019 < -l—_zt}- < —2018, ahonnan —4039 < z < —4037 és mivel
z € Z, kovetkezik M = {—4039, —4038}.

2. a) Mivel a, b pozitiv val6s szamok, igy a + b és ab is pozitiv valos szémgk.

8 nt 1 1 4 a+0b 4 (a + b)

Irhatjuk, hogy — + - 2 = > — > 4 =
e A AT b = a+b ab

& (a+b)?>4ab < (a—b)? >0, ami igaz barmely a, b pozitiv valos szamok esetén.
Megjeqyzés: Az egyenlGség fennall, ha a = b.

; , 1 1 4 4 4 4 4 1 1)
b) Az a) alapjan irhatjuk, I ik el ey = — é }—=4( 2
) ) pjannlaju,1ogya+b+c_a+b g e eal © E
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M atlap 2019 / 4 \3‘%

L
ST

16
Y P Py i . 3
R T il 1amllgaz 0=
>4 - i - 30 majd a két egyenl(')'tlenség alapjan T L BF b+c &
a+b+c a+b+c’
o
barmely a, b, ¢ pozitiv valos szamok eseten. . witd g BT d. #
Megjegyzés: Az egyenléség fenndll, haa=0b a+b=
c) Az a) és b) alapjan irhatjuk, hogy ' 6 " ( 1 | 1)
— | U= e >
-1-+1+é+l§.> e +-1—§és—b+g+d a+b+c  djas
a b c d — a+b+c d a+ g _1_+1_|_f1_+16
> 16 - 2 - - majd a két egyenlétlenSég alapjén o T 3 T T g 2
B a+b+c+d a+b+c+d
_— / : ten.
2 . _ami igaz barmely a, b, ¢, d pozitiy valos szamok €ese

a+b+c+d
_césat+bt+C=

Megjegyzés: Az egyenloség fenndll, ha a = b,a+b= 1 ; o |
— | ES . AR — __" '

3. a) irhatjuk, hogy A '= 514E+ QAC’ 9 B = ‘1

= AF = 21-(AB +2AC) és AD =3 3

e %(21—13)’ +24C).

— — — 3
Ekkor 3/—4_15 — AB+2AC, ahonnan AF = ZAD’ azaz az

A Fé D pontok kollinearisak.
O szakasz felezépontja, kovetkezik, hogy

b) Mivel /" az I

Tapr = Tarc-
amely megegyezik az AFC

Legyen h a CFD héaromszog C-b6l huzott magassaga, !
AR . =
. — - Tapr _ Tarc 5 A 3
haromszog C-bol hizott magassagaval. Ekkor B I m W= FD és a) alapjén
2
TrE
ALY _ 3. Tehst =22 =3,
FD Trpc

4. Matlap 2018/9. sz. 354. old. L: 28934, feladat.
X. osztaly

1. a) Tudva, hogy = = log,(bc), y = logy(ca), z = log,(ab), a,b,c € (0,1) U (1,49),

igazold, hogy = +y T 2 E 2 =292
b) Adj példat olyan a, b és ¢ paronként kiilonboz6 természetes szamokra, amelyekre az Z,

y és z is természetes szamok!

1+ 2+ 22 :
= € R akkor és csak akkor, ha |Z| =1. .4;‘

l—242

2. Legyen z € C\ R. Igazold, hogy w =

a
3. Az ABC haromszogben > —2++vV3éaC sz0g mértéke 60°.

a) Igazold, hogy 1+tgAtg B =0.
b) Szamitsd ki az A és a B szog mértékét!

1] _ 22 — 22+ 3]
4. Oldd meg a T egyenletet a valés szamok halmazéan, ahol [z] a2 %

valés szam egész részét jelentl.
Matlap
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B\

Megoldasok
lgb+1ge ~lgc+1lga i b =
¥ & a,) irhatjuk, hogy I = loga(bc) = lga y Y = lOgb(Ca) lgb y 2 Ogc( )
~ lga+1Igb
lgc

leb+lgec lgc+lga lga+igh
Ekkor zyz = iop : g b e
(lgb.lgc+lga-lgb-i-lgzc—l-lga»IgC)(lga+lgb).
B lga-lgb-lgc
A szamitasok elvégzése utan kapjuk, hogy

lca lgc lga Igb Igb  Igc lg(be) | lg(ca) lg(ab)
.’L‘yz — ]. + e + ll ; I + I 1 — 2 ] l ] I b 1 l - —_—
lgc lgb Igb lga Igc lga ga g g

= 2 + log, (bc) + log,(ca) + log.(ab) =z +y + 2z + 2, amit igazolni kellett.
b) Legyen z =1, akkor z +y + 3 =1y (z—1)(y—1)=4=>x=2,y=0.
I = 2 —— (12 — bC L b2
5 ‘e
y—_-5<=)b=ac é{c:bg"
= |. =% e=ab
Ekkor példaul b = 2, a = 4, c = 8 teljesitik a kért feltételeket.

| —

2. 1. megoldds. Ha z € C\ R, akkor z =a+bi, a,b € R, b # 0.
l+a+bi+a®—-b*+2abi (14+a+a®—-b%)+b(1+2a)i
1—a-—bz’+a2——br~’+2abz'—(l a+a?—b2) —b(l—2a)i

[(1+a+a®—0b%) +b(1+2a)i][(1—a+a®—b°)+b(1 — 2a)i]
2 [(1—a+a?—b%)—b(1—2a)i][(1 —a+a?—0b%)+b(1—2a)i
— Rew- (1-}-a+ag—b2)b(l—2a)—!—(1—a—l—aQ—b2)b(1-l—2a).Z,=

(1 —a+a?—0%)? 4 b%(1 — 2a)?
2(1 — a® — b°)

(1 —a+a?—6%)?+b%(1 — 2a)?
weEReImw=02(1-0"-0)=0a’+b =1 < |z|=1.

Irhatjuk, hogy w =

-1 € R.

= Re w 4

147477 ?
2. megoldds. we R e W=w& f 52 &g & 247422 2—27Z°=0«
1-z42z° 1-—2z+4 22
& (Z—2)(1-2-Z) = 0. Ekkor Z = 2, ami ellentmond a z € C\R feltételnek, illetve 1 —z-Z = 0,
ami egyenértéki azzal, hogy |z|* = 1, azaz |z| = 1.

A 3. A feltétel alapjan b < a, tehat B < A, ahonnan
kapjuk, hogy a B és a C hegyesszogek, ezért az A-bol
htizott magassag talppontja a BC szakaszra esik, az 4bra-
nak megfelelGen. R N
B D C Az ADC héaromszogben a C mértéke 60°, ezért az A
mértéke 30°.
Ekkor CD = g, AD = b‘2/§ és BD = BC — CD = 3+2‘/§.
AD 2
DB 2 — /3, az ABC haromszoghen tg A = tg (180° — (B + C)) = —tg(B + C) =

b. Az ADB haromszogben

tg B =
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Matlap 2019 /4 |

o

—

tg B + tgC E
1—tgB-tgC (2+ \/g) ) \/_3_)(2 X \/g) i
Az olbbiek alapjan 1 +tg At B = 112
b) Az a) pontban igazolt 6sszefiigg.ést
+sin Asin B =0 ssszefiiggéshez jutunk, vagyls C ko 15° g

e  one. Livetkezik, hogy & B ¢t ,
Mivel A + B = 120°, kove . ahonnan kovetkezik

I8
R

nan A e B — 900.

4. Bizonyitjuk, hogy 0 < .—:EQ x4 1

oy 12 — 22+ 3] o B \
. 7 s I
A fentiek helyett tekinthetjlik az f: R = R, f o g e

10 — 2 —~
meghatarozzuk a fiiggvényértékek halmazat: Imf = |7 3 ’ 3 |
 [a%=22+ 3 B i 12 —2z+3 c N, harmely T € R esetén, és ebbdl 3
Tehat ,’1:2+.T+1 > U, all ‘ _(L'?—{—:I:"r'l i |
] ] c R esetén.

4z — 1] € N, barmely T

7, = {1,2,3,4,5,6}, tehat oliz=1 € {1,2,4} &

kivetkezik, hogy [4x — 1] = 0, azaz
Egert 24z-1 € {1,2,4,8,...} €8 Im f N

—_

2 —2x+ 3
51 |- 1,2,4}.
ebbol _:L‘2+.’I'+1J €l j
1. eset: e I |
[43?—1]"—‘0 L€ LZ,-Q-
2[41—1] = 1 > P;172—25L'+3- = - 97 At
— 1 < X
2+x+1 SL'E("OO:_Q—\G]U "'2"'\/—"?;
1 4
o | = My
& e _4,2) ]
D CS@tI '1 3
4r — 1| =1 T € | = —
ety _2’4)
oldz—1l] = 2 & 2 —2z+3 _ o < S
et & E—2 = 5,—-2-)U(0,—-2+\/5]
i
o e Q= M.
[4z — 1] =2
3. eset: oldz—1] = 4 & g2 e i34 &
2 4+x+1 e |
-3 - - 1
= |
T € -43)
= B \/—6- . \/__
o | Z3oVE ST VAT ~14+ V1T 34 G| T FED=Ms
3 ’ 3 ] ;
s 3
™1 1 : ]
TehatM'—'—-"MlUMzUMs= =s—={) U@ = 31
-4 2 435 .

4
W R
O L T A I T
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Matlap 2019/4

XI. osztaly

a b c
1. Kétféleképpen kiszdmitvaaz A= | ¢ a b |, a,b,c € R matrix determinénsat, igazold
b ¢ a/
a kovetkez6 egyenlStlenséget: a® +b° + ¢® — 3abe = (a + b+ ¢)(a? + b2 + ¢ — ab — go — be).
. a® + b2 4 3 '
b) Ha a,b,c € R és a + b+ ¢ = 1, igazold, hogy 3 > abe.

Betuker Eniké, Margitta
Mastan Eliza, Nagybanya,
Szildgyi Judit, Kolozsvar

. » » °a 3
2. Az (z,)n>0 sorozatot a kovetkezSképpen értelmezziik: Tl =%y E
- n

y Lo = 1.
a) Igazold, hogy lim z, = +o0.

n—+0o0
2

b) Szamitsd ki a lim n hatarértéket!

n—+o00 N
1 W™
c) Szamitsd ki a lim (1 | ) hatarértéket!
n—-+00 \/-Ti
Zdkdny Monika, Nagybanya
0 1 1
3. Adottaz A=|[1 0 1] ¢ M3(C) maétrix.
L 1x @

a) Szamitsd ki az A", n € N* matrixot!
b) Szamitsd ki det(A"), n € N* értékét!
Matlap

valaszthaté ki 100 olyan szam,
képezhets kéttagn osszegek mind kiilonbdzzenek

4. Igazold, hogy az 1,2,3,...,2019 szamok kéziil nem
amelyekbd] barmely kettét osszeadva, az igy
egymastol!

Szildgyi Judit, Kolozsvar

Megoldasok
aob .c a+b+c b c
1. a) Irhatjuk, hogy det A = |¢ o b = @’ +0°+c*—3abcés det A= la+ b+ e g b| =
b ¢ a a+b+c ¢ a
1 b ¢

= (a+b+c)(a2+b2+62;ab-ac—bc),

ahonnan megkapjuk a kért egyenléséget.

b) Haa+b+c = 1, akkor az a) pont alapjan a3+ b+ 3 - 3gbe = a*+b*+c*—ab—ac—be.
a2+b2-l-cz~ab-ac-—bc —_

=% [a2—2ab+b2+a2—2ac+c2+b2—2bc+c2]
1
=5 [(a—b) (=)’ +(c-b)? >0

I

’ <0 T g
Tehat a® + b3 + 3 — 340 > 0, ahonnan < +(; L. > abe.
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i E N* esetell.

. S . 0, barmely
2. a) Indukciéval igazoljuk, hogy =, > novekvo.

jgoruan
Ekkor xn+1 - T, = —3— > 0, tehét az (frn)n?_o SOrozat SZlg ) k llm o = l

Mivel (z,,),>0 szigoriian névekvd, ezért ha (Zn)n>0 ko

ha pedig (z,)n>0 nem korlatos, akkor lim T, = +00.

rlatos,

— leR Hatarértékre térink a rekys.
Feltételezziik, hogy a sorozat korlatos €s n]_l.rgo Tn = ' :
orlatos és Im 2z, = 4o
zibban: | = [ + % = E;— = 0, ami ellentmondas, tehat a sorozat nem k tH 58
zat szigoruan noveky
b) Legyen a,, = 2 és b, = n, bormely n € N esetén. A (by)nz0 SOTO 5
; y |
és korlatos. . ol I _2) I
lim 2 P = |lim Tn+1 wi = lim (xn e —In n—+00 Tn
n—+o00 b, 1 — b, notoon+1l—n no+® Tn
. : An
Ekkor a Cesaro-Stolz-tétel alapjan létezik nEToo B 0.
v "
1 \%r f 1 vn Mim n
c) i L+ — = lim 1+——-—) =€ :
) n—];I-POO ( + \/’]—7:) n—+oc ( \/T—l ;

2
2 2 T
o I'n . Tn . 22 im — = 0.
— ) =1 1 —— ) ésab alapjan( 1 )
k. (\/ﬁ) (nl{{‘m \/ﬁ) ) o o ks
; il 2 In ) — /6, kovetkezik, hogy
Mivel =~ > 0, barmely n € N* esetén és | Im n) V6

vn

L N G
' 14 =@
.. ( Jn )

2 1 1 2 3 9 | . Tn Yn UYn
g Bt 2 1],82=]|3 2.3 [gazoljuk indukcioval, hogy A%= | Yp:' Th "Un
I 1 2 3.3.:2 Yn Yn In

2yn Tn T+ Yn Tn T Yn Tn+1 Ynt+l Yn+l

alakﬁ és An+1 — Ln + Yn 2yn Tn T Yn = | Yn+1 Tn+1l Yn+l

Tnt+Yn Tn + Yn 2yn Un+1l Yn+1l Tntl

Tn = Yn+l — YUn

Tntl = Qyn At .
’ , P { Ynt+2 = Yn+1 + 2Yn

Ekkor { Yn+1 = Tn + Yn .
4ris rekurencia karakterisztikus egyenlete r?—r—2 = 0, melynek megol(iésal

A masodik line 1

5 65 —1, tehat yo = A+ 2"+ B+ (-1)" Az y1 = 1 & yp = 1 feltételekbfl A = 7 és B =—3:
1 n 1 n 4 o _2_ . n-1 g ({_1\n—-1 "
Tehét yn = 3 - 2 —g‘("l) és T = 3 -2 3 (—=1)"7", ahol n € N*.

b) Tudjuk, hogy det(A") = (det A)". Mivel det A =2, ezért det(A") = 2".

4. Az 1,2,...,2019 szamokbol képezhetd legkisebb kéttagti 6sszeg 1 + 2 = 3, illei:,Vf
legnagyobb kéttaga Osszeg 2018 + 2019 = 4037, igy a 2019 szambél legtobb 4035 kiilonb0z0

osszeget kaphatunk. . il k
Ha a 2019 szambol kivalasztunk 100 szamot, ezekbdl nyilvanvaléan nem kaphatunk enne

t5bb kiilénbozo dsszeget.
Séz szambol Ciop = 490 s24mp art alkothatunk, tehat 4950 Osszeget képezhetiink.

Mivel 4950 > 4037, ezért ezek az osszegek nem lehetnek mind kiilonbozek.
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XII. osztaly

1. Adottak az f,g: I — R, I C R derivalhat6 fiiggvények, amelyek derivéltjai folytonosak.
a) Igazold, hogy / [f &)k T (93)9'(3)]69(x)d$ = f (-T)eg(x) + C.

2lnz—Inz4+z =41
. oe+"‘dx, ahol z > 0.

b) Szamitsd ki: /

2
Matlap
2. Szamitsd ki:

. sinr - COS T
i t éolt, ha. sz . d a S : |
a) az I'=J integr SINZT + COoS T okl /sin:z:—{-cos:cdx’

7
b) / — cosa:’ dz, ahol z > 0.
et 4+ CcosT +SsIinx

3. Ot szamkartyara felirtuk az 1, 2, 3, 4 és 5 szamokat, minden szamkAartyara pontosan
egyet. Az 6t szamkartyat elhelyezziik az egymas mellett levg X , Y és Z dobozokba. Hany
olyan elhelyezése van a szamkartyaknak, amelyekben az X jelii dobozban levé szamkartyakra

irt szdmok Osszege oszthatd 5-tel? (Ha egy dobozba egy szamkartya kertil, akkor az ezen levs
szamot tekintjiik a szamkartyakon levé szamok 6sszegének. Ures doboz esetén az osszeg 0.)

4. A G = (1,+00) halmazon értelmezett az z o y = \/x2y% — 22 — 42 + 2 bels§ miivelet
barmely z,y € G esetén.

a) Igazold, hogy (G, o) Abel-féle csoport.

b) Hatarozd meg az m,n valés szdmokat tigy, hogy az f:(0,400) — (1,400) fiiggvény,
ahol f(z) = v/mx +n egy izomorfizmust val6sitson meg az (R?,-) és a (G, o) csoportok kozt;

- s 1212 -2 2.2242 2n+2
C)SzamltSdkl\/12+l+lo\/2?{2:10”'0\/ n értéekét!

Megoldasok

1. Matlap 2019/2. sz. 79. old. L: 2951. feladat.

SinT — COS I COST — Sinzx sinx + cosz)’
2:a) I = = : dz = — | = dz = — ( )d:c
SINX + COSXL SINZT + COSZI SINT + COS T

= In(sinz + cosz) + C.
T+ coszx S]
b) LegyenI=/ i 8. —dz ésJ=/ i —dz.
et +cosx +sIng et 4+ coszT +sinzx

Ekkor I+ J=x2+C, és I — J =1In(e* 4 cosz + sinx) + C,.

4 1
Osszegezve az egyenldségeket kapjuk, hogy I = 5 (z + In(e® + cosz + sinz)) + C.

3. Matlap 2018/10. sz. 397. old. L: 29172, feladat.

4. a) A 0" mivelet asszociativ, kommutativ, barmely z,y,z € (1,+00) esetén, letezik
e =2 € (1,400) semleges elem barmely z € (1, 400), valamint barmely z € (1,+00) esetén

2
e’ | z 1
létezik x' = \/ T s \/ 1< o8 = 1 > 1, ' € G szimmetrikus elem.
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b) f(zy) = f(z) o f(y) <= \/ma:y+n=\/?n:c+n0\ﬁ”?/+"=

m? =m
9 nnan m(n=1)'=0
= /m2zy+m(n— 1)z + m(n— 1)y +mn—2n+2, aho mn—2n4+2=p

ahonnan m € {0, 1}, de mivel f nem lehet konstans figgvény, €2 eriin
Tehat f(x) = /z +1 bijektiv fiiggvény. . . .
c) Ha az f: (0,+00) — (1,+00), f(z) = Vo +1 fliggvery & ‘fﬁéﬁ?ﬁfﬁa(?g’g g
(G, 0) kozdtt, akkor az f-1: (1,-+0c) — (0,+00), f(z) =" — 1151 ' VAR
(R%, -) kozott. |

. 242
Jelskiik 7. — 2.1%42 2.92% 42 L =\/ﬁ2n T 1,ekkor
Y R R e e

2 19 92Dt
) 2.1249 P=g4d 2-2° 1 =
fl(xl)_lul',l 1=12:1 1’fl(x2)=22+2+1 22 +2+1 ’
2n* + 2 n*—n+1
—z,) = 1 = .
[~ (@n) n?+n+1 n?+n+1 5
a 5 —_(n-1)4+1 n°—n+1
i T S A (n-1)°-(n-1+1
| ) —_— =
Ekkor}_[lf ion) = | |egmar =g gt m—12+m-1)+1 n?+n+l
pe= k=1
n° —3n+3 n2—n+1 1

3
= e

|

n? —n+1 .n2+n——1 =n2+n+1°

n : 1 1 |' ’
Tehat &5 © Th B O By = T Hf_ () | = f(n.2+n+1 = R =
k=1

_\/n2+n+2
CVn24+n4+1

Miihelysarok

TALALGATUNK VAGY EPITUNK?

Olosz Ferenc tanar, Szatmarnémeti

Erettségi vizsgéra felkészit6 feladatgytjtemények feladata; k6zott tobbszor elgforduld
kérés, hogy keressiink egy bizonyos halmazbol egy, két vagy

= , tobb olyan el lyeknek
egy adott miivelet szerinti eredménye egy megadott halmag eleme )\fra e e(ir(lie?t, amekj)(f)e;1 .
elem. Ezek a feladatok nem kérik sem az 0sszes megoldast, s y VAgy pedig egy

5 eim a ’ , 2 &
egyetlen konkrét példara kivancsiak. megoldés menetét, csupan =

°8yike, hogy ki lehet-e konnyen talalni

egy példat (kiilonosen akkor, ha nem ismerjiik kell6képpen 5., ;
- 2 idevago elmélet; ;
ismereteket).
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